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1 Indledning

Lang og kedelig indledning du alligevel ikke laeser.

2 Elektrostatik

2.1 Det elektriske felt

I elektrostatik er det fundamentale postulat Coulomb’s lov, der giver kraften pa
ladningen @ fra ladningen ¢ med afstanden mellem sig pa 2

1 qQ,
= —=— 2.1
Ameq 2 ¢ (2.1)
Herudfra kan man finde det elektriske felt da
F=QE (2.2)

sa hvis man har en maenge af n punktladninger bliver det samlede elektriske felt

‘ )

[\

R
E = g % 2.
(r) 4reg = 4 § (23)

Har man i stedet kontinuerte ladninger bliver E-feltet udtryk ved et integral i stedet.
For en ladningsfordeling A langs en linje

_ 1 A().
B(r) = - /P =l (2.4)

og for en overfladeladning

B(r) = — /Sag/)%da’ (2.5)

e

og VIGTIGST for en volumenladning p har vi

E(r) = 47:60 /v p(;)adT' (2.6)

2.2 Divergens og Curl af E-felter

Her har vi gauss lov der siger at den elektriske flux ®p = [¢ E - da athaenger af den
indesluttede ladning, dvs den ladning der ligger inde i S

/E - da = Yend (2.7)
S €0

Dette kan ofte bruges til at finde E-feltet, specielt hvis der er smarte symmetrier
der kan bruges. Dette medfgrer ogsa Gauss lov i differentialform

1
V-E=—p (2.8)
€0
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Kigger man pa et lukket linje-integral i E-feltet ser man at

?{ E-dl=0 (2.9)
hvilket medfgrer at

VxE=0 (2.10)

2.3 Elektrisk potential

Nar det elektriske felt er rotationsfrit kan man skrive det som gradienten af en
potentialefunktion

E=-VV (2.11)

og man kan udregne det elektriske potentiale

Vir) = —/rE-dl (2.12)

(@]

hvor O er et valgt nulpunkt for potentialet. Valges typisk til at veere uendeligt.
Sammensaetter man nu curl og divergensligningen for E-feltet far man Poissons
ligning

Vi T (2.13)
og nar p = 0 har man Laplaces ligning
ViV =0 (2.14)

hvilket giver gode mader at regne potentialet pa. Mere om dette senere. Kigger man
nu blot pa en enkelt ladning ser man at

1 ¢q
_ 1 2.1
V(r) Incg » (2.15)

og hvis man har en volumenladning

V(r) = ! /Vp(r/)dT, (2.16)

 drwe z

2.4 Randbetingelser

Har man en overfladeladning med ladningen o vil E-feltet pavirkes af denne. For-
skellen pa feltet over og under er givet ved

1

Ec#)ove - EbLelow = %O- (217)
Il I _
Eabove - Ebelow =0 (218)
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Potentialet sendres dog ikke ved en overfladeladning dvs
Vabove = %elow (219)

men da E = —VV far vi

0 Vabove a‘/below 1
_ = 2.2
on on €0 ? (2.20)

hvor%—‘;:VV-fl

2.5 Arbejde og Energi i elektrostatik

For en samling punktpartikler er ind i en konfiguration skal der bruges fglgende
energi (hvis V' = 0 i uendelig)

1 n
W= Z 4V (r;) (2.21)
=1
Har man en kontinuert distribution i stedet har man at energien af hele systemet er
1
W = /,OVdT (2.22)
2 Jy

og for en linje- og overfladeladning har man %f AV dl og %faV da. Man kan ogsa
omskrive dette til

W= 60/ Edr (2.23)
2 all space

hvor £2 = E - E. Bemaerk desuden at man ved den sidste formel regner HELE
energien i et system, men man i ligning (2.21), kun regner energien der bruges pa
at samle systemet.

Har man nu to systemer med energi W1 og Ws og med elektrisk felt E; og Eo
har man at den samlede energi er

Wiot = Wi + Wa + 60/ E, - E; dr (2.24)

all space

2.6 Ledere

Inde i en elektrisk leder er E = 0 og p = 0. Det betyder at enhver ladning ser pa
overfladen. Desuden er en leder et equipotential. Dvs at V er konstant ind i lederen.
Kigger man lige uden for en leder er E-feltet vinkelret pa overfladen.

Har man en overfladeladning pa en tynd leder kan man snakke om elektrisk kraft
herpa fra et E-felt der bliver lagt over. Dvs at det elektrisk tryk pa overfladen er
1
f=_—o"n 2.25
5" (2.25)
eller udtryk ved feltet lige uden for overfladen

pP= %OE2 (2.26)
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2.7 Kapacitor

Snakker man ledere ma kan ogsé snakke om kapacitorer. Har man to leder med
ladningerne +@Q og —@Q med potetialeforskellen V' vil kapaciteten af systemet veere
givet ved

C=3 (2.27)

Man kan sa oplade en kapacitor med ladningen @ = C'V og energien dette kraever
er

1
W = 5CVQ (2.28)

3 Specielle teknikker

3.1 Laplaces Ligning

Det geelder her om at lgse Laplaces ligning for at finde potentialet V, da p = 0
nzesten overalt. Sa vi har

ViV =0 (3.1)

I én dimension giver dette os
V(z)=max+b (3.2)
hvor konstanterne m og b bestemmes ud fra randbetingelserne. Har vi to dimensioner

ikke lige til men vi har at i et punkt (z,y) er potentialet middelveerdien af det
omkringliggende potentiale

= — dl .
V(‘Tv y) 2R circle v (3 3)
og i tre dimensioner geelder det samme
Vin,y,2) = —— 7{ Vd (3.4)
BYE= 4m R? sphere ¢ ‘

3.2 Billede-metoden

Da V er entydigt, betyder det at hvis man kan finde et V' der opfylder graense-
betingelserne og som opfylder laplace-lov, sa er det et gyldigt potentiale. Det kan
bruges hvis man har ladning overfor en ledende overflade, hvor der sa vil induce-
ret overfladeladning. Ved at spejle ladningen i overfladen og kan problemet lgses
nemmere.
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3.3 Separation af de variable
I cartetiske koordinater kan man kigge efter lgsning pa formen
V(w,y) = X (@)Y (y) (3.5)
hvilket ved lgsning af Laplace-ligning medfgrer at
X (z) = Aek® 4 Be ke Y (y) = Csinky + D cos ky (3.6)
sa& man far
V(z,y) = (Aek® + Be™*)(C'sin ky + D cos ky) (3.7)

Konstanterne A, B, C' og D bestemmes nu ud fra greensebetingelserne. Det skal sige
at man her ofte far noget med k£ = =, pga cos og sin. Den generelle vil vaere en
linear kombination af disse, hvis man ikke vha. graensebetingelserne kan udelukke
nogle af disse.

Man kan lave det samme trick for sfeeriske koordinater, hvis der er ¢g-symmetri,
hvor man finder den generelle Igsning

Vo)=Y (A + 1 ) Pieost) (3.8)
=0

Hvor P, er Legendre polynomierne og konstanterne A; og B; bestemmes ud fra
greensebetingelserne. Man kan se at ofte forsvinder A; eller B;, da potentiallet ellers
ville blive uendeligt i nogle af greenserne, hvilket ofte ikke gnskes.

Husk i begge tilfeelde at bade sin, cos og legendre polynomier er fuldsteendige
ortonormalsaet, hvilket betyder at man kan bruge Fouriers Trick til at finde koeffi-
cienter.

3.4 Multipol ekspansion

Kigger man pa en ladningsfordeling ¥V kan man opskrives potentialet som

V(r) = 47360 Z_%Tnlﬂ /v ()" Py (cos 0')p(x') di’ (3.9)

Dette kaldes multipolekspansionen for V', hvor n = 0-leddet er monopolleddet, n = 2
er dipol, n = 3 er quadropol osv.

Néar man er langt vaek kan man negligere led af hgjere orden. Ofte er det laveste
ikke-nul led en meget god approksimation. Man ser at monopoledet bliver

L)

~ Admeg 1

Vinon () (3.10)
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hvilket blot er det samme som en punktladning. Det sker dog at den samlede ladning
er 0. Her vil det veere dipol-leddet der dominere

11 ,

Vidip (1) ' cos @ p(r') dr (3.11)

dmegr? )y

Dipolmomentet for en ladningsfordeling er givet ved

p:/vr’p(r’) dr’ (3.12)

sa man kan skrive potentialet som

1 p-r

Viip(r) (3.13)
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Dipolmomentet for en fordeling af ladninger kan skrives som p = >, ¢;r; og for
den fysisk dipol har man

p=qd (3.14)

hvor d er afstandsvektoren mellem de to ladninger gaende fra den negative til den
positive. Man kan ogsa regne E-feltet af en dipol

77"3(2 cos Ot + sin 6 9) (3.15)
e

Edip (7", '9) =

4 Elektriske felter i stof

4.1 Polarisation

Laegger man et elektrisk felt over et atom vil den have et dipolmoment
p = ok (4.1)

Det kan opfattes som en masse sma dipoler. Har man en elektrisk dipol p = ¢gd vil
denne i et elektrisk felt blive

N=pxE (4.2)
og kreeften pa dipolerne vil blive
F=(p-V)E (4.3)
Man definerer nu polarisationen af et materiale som

P = elektrisk dipolmoment per volumen enhed (4.4)
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4.2 Det elektriske felt af et polariseret objekt

Man kan finde potentialet for et objekt med polarisationen P

1 Ob ;4 1 / Pb
V= —d — | =d 4.5
dmeg Js 2 @+ dmeg Jy 2 g (4.5)

med den bundne overfladeladningsteethed
op,=P-n (4.6)
og den bundne ladningsteethed
pp=—-V-P (4.7)
4.3 Den elektriske forskydning
Inde i et dielektrikum er den totale ladningteethed

p=pv+ps (4.8)

Vi kan nu definere den elektriske forskydning

D=¢E+P (4.9)
og far gauss lov for stof
V-D =py (4.10)
eller pa integralform
%D ~da = Qf,encl
Vi kan nu finde randbetingelserne i tilfzelde af en overfladeladning. Sa er
Djbove - Dl;low =0y (411)
[ Il _ pll I
Dabove - Dbelow - Pabove - Pbelow (412)

mens randbetingelserne for E-feltet er praecist det samme som tidligere naevnt.

4.4 Linezr Dielektricitet

Et materiale kan veere lineser dielektrisk, hvis man ligger et E-felt over far man
polarisationen
P = eoxE (4.13)

Hvilket betyder at
D=¢cE (4.14)

med € = €p(1 + xe). Man bruger ogsa nogle gange den relative permabilitet €, = %
Vi kan ogsa finde energien i et dielektrisk system

1

W:/ D -Edr (4.15)
2 all space
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5 Magnetostatik

5.1 Lorentz Kraften

Hvis vi har en ladning @) der beveaeger sig med hastigheden v i et magnetisk felt B
vil det pavirkes af Lorentz Kraften

F 9 = Q(v x B) (5.1)

Hvis man ogsa har et E-felt er kraften
F=QE+vxB) (5.2)

En vigtig ting at bemserke er at den magnetiske kraft udfarer intet arbejde.

Har man nu en strgm, dvs. bevaegende ladninger, langs en linje P, I = Av bliver
den magnetiske kraft

Fig = / I(dI x B) (5.3)
P
Man snakker ogsa ofte om strogmtaetheder J = %, og sa bliver

Frag = / J x Bdr (5.4)
P

En ting man ser er at ligger man en flade S vil stremmen igennem denne vaere

I:/th (5.5)
S
og man ser at

v.Jy=-2 (5.6)

5.2 Biot-Savarts lov

Nar man har en konstant strgm er V - J = 0 og sa faelder Biot-Savarts lov

Mo Ix?% ’ Mo dl' x %
B(r) = — dl' = —1 5.7
(x) At Jp 2 47 /p % (57)

og hvis man har en volumen- eller overfladestrgm har man

ko [I@)' X%, ,uo/K(r)’x%/,
B@_Mﬁgw B =40 [ S (5
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5.3 Divergens og Curl af B
Hvis man har en lang lige leder med strgm I kan man finde at B-feltet for denne er

_ ol
- 2sw

2 (5.9)

Man kan sa betragte en stromteethed J, gennem en flade S med kanten P, som en
bunke lige lederer og finde

§Bdl= ol
P
hvilket geelder helt generelt og vha. stokes ssetning
V x B = pod (5.10)
hvilket kendes som Amperes lov. Man kan ogsa finde at
V-B=0 (5.11)

Hvilket i praksis medfgrer at der ikke findes nogle magnetiske monopoler.

5.4 Magnetisk vektorpotentiale

Nar divergensen af B feltet er nul, kan man skrive B feltet som
B=VxA (5.12)

hvor A kaldes for vektorpotentialet. Vi kan nu vaelge divergensen af A som vi har
lyst og det er en fordel at vaelge

V-A=0 (5.13)
og sa far man
VA = —pod
hvilket giver
A(r) = %; /V J(j)dT’ (5.14)

Dette kan ogsa findes for en line og overfladestrgm

!
A= “0/ Ly —top [ /d’ (5.15)
47 47 p 2 S
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5.5 Randbetingelser

Hvis man har et tyndt stykke film, hvor der lgber en overfladestrom K kan man
kigger pa4 B over og under filmem. Det vinkelrette B-felt sendrer sig ikke

B ove = Bitiow (5.16)

above

men det parallelle felt sendrer sig

lezlbove - Bl‘)‘elow = /’LOK (517)
hvilket kan samles til
Babove - Bbelow = MO(K X ﬁ) (518)
Vektorpotentialet pavirker ikke af overfladestrommen
Aabove = Abelow (519)

5.6 Multipol ekspansion af Vektorpotentiale

man kan opskrive vektorpotentialet for et strgmloop som

po o~ 1 n
Ar) = ﬁlz T ?{(r’) P, (cos®')dl (5.20)
n=0

Man ser dog at forste led gar veek da § dI’ = 0, sa der er ikke magnetiske monopoler.
Sa det dominerende led bliver dipol-leddet

pol pol [
Aip(r) = yo— 7{7”' cos@ dl' = I ]{(r -r')dl (5.21)
eller skrevet med det magnetiske dipolmoment
m:I/da:Ia (5.22)
far man
Mo M X r
Adip(r) = P (5.23)
Betragter man nu en ren magnetisk dipol der peger i z-retningen far man at
po msing
Adip(r) = An 12 ¢ (5.24)
og man far sa det magnetiske felt til at blive
B, = %(2 cosOF +sinf 0 (5.25)

6 Magnetiske Felter i Stof

6.1 Magnetisering

Et stof kan magnetiseres paramagnetisk, diamagnetisk og ferromagnetisk. Para ret-
ter sig ind i samme retning som et B-felt og dia retter sig modsat. Ferro beholder
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magnetisering hele tiden. For en kreds med dipolmoment m vil den pavirkes af et
kraftmoment
N=mxB (6.1)
og har man et infinitesimal-loop vil kraften den bliver pavirker med
F=V(m-B) (6.2)

Hvilket f.eks. kunne veere et atom, som har dipolmomentet
1 .
m = _QEURZ (6.3)

Som nar der bliver lagt et magnetfelt over vil zendre sig

2R2
'R

Am = —
m 4dme,

(6.4)

Man kan nu betragete et stof af en hel masse sméa dipoler. Man definerer derfor
magnetiseringen som

M = magnetisk dipolmoment per volumen enhed (6.5)

6.2 Det magnetiske felt i et magnetiseret objekt

I et objekt med magnetiseringen M vil vektorpotentialet veere

_ o [ M) X2,
B(r) = 40 /v 0 Lar (6.6)
eller skrevet op som
/ K /
A(r) = “0/ Tolr) oy ”074 LSCOPW (6.7)
47 Vv 2 4 S 2

og den bundne overfladestrgm

6.3 Hj=lpefeltet H

Man kan definerer hjzlpefeltet H som

1
H=—5B-M (6.10)
Ho

og s& bliver amperes lov
VxH=1J; (6.11)
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hvor J; er den frie strgmtaethed. Denne kan ogsa skrives pa integralform

7{ H-dl=Ifcpa (6.12)
P
husk ogsa at
V-H=-V-M (6.13)
Randbetingelserne for H siger
Hapove — Heelow = Kf X (614)

6.4 Linezere magnetiske materialer
Har man et linesert magnetiske materiale geelder
M =y, H (6.15)
0g
B = po(H+ M) = po(1 + xm)H = pH (6.16)
hvilket medfgrer at inde i et homogent linesert materiale er

Jy =V XM=V x(xnH)=xmndy¢ (6.17)

7 Elektrodynamik

7.1 Den elektromotoriske kraft

Vi har Ohm’s lov
J=0cE (7.1)

hvilket medfgrer at
V =IR (7.2)

hvor R x o. For konstante strgmme og uniform konduktivitet gaelder
V.-E=-V-J=0 (7.3)
o

Der geelder ogsa Joules varme lov, som er den effekt der gar tabt nar strgmmen [
lgber gennem modstanden R
P=VI=TI°R (7.4)

Har vi nu et batteri sluttet til en stromkreds P, vil den elektriske motoriske kraft,
vaere integralet af kraften, fs, som batteriet yder hele vejen rundt

£ - ?ifs-dl (7.5)
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Har man nu f.eks. et perfekt batteri (spaendingsforskel V') vil den elektromotoriske
kraft fra batteriet ene ende til den anden, dvs fra a til b, er

b b
V:é’:/fs-dlz—/E-dl (7.6)
Man kan sa finde at den elektrimotoriske kraft for en strgmkreds i et B-felt blive
ddp
E=__"- 7.7
o (7.7)

7.2 Elektromagnetisk Induktion

Faradays lov siger at
0B

VXE=—— 7.8
X T (7.8)
Induktansen mellem to strgmloop (1 og 2) betegnes Ms; og er givet ved Neumann’s
formel s - dl
M=t f{ 75 e (7.9)
4 2J1 2z
endrer man sa strgmmen i loop 1 vil den elektrimotoriske kraft i 2 veere
dl
E=-M— 7.10
g7 (7.10)

Aindrer man strgmmen i et loop vil der ogsa blive induceret en emf i loopet selv
bestemt af selvinduktansen L, saledes at

dI
— 7= A1
£=-L= (7.11)

Man kan nu finde den energi der tager at opbygge en strgm [ i en strgmkreds
1
W= 5Lﬂ (7.12)

Lgber strommen I i volumen V med strgmtaetheden J vil der veere et B-felt med
vektorpotentialet A og man kan finde energi fra fgr ud fra dette

1 1
W = /(A CJ)dr = — B?dr (7.13)
2 V 210 all space

7.3 Maxwells ligninger

V-E= lp (7.14)
€0
V-B=0 (7.15)
0B
E=-—" 1
V x T (7.16)

OE
V x B = pod + poco—4-

o (7.17)
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Dette er maxwell ligninger, hvor der i amperes lov (7.17) er tilfapjet maxwells egen
rettelse s de passer. Denne tilfgjelse kaldes flytningsstrgmmen

OE

Pa integralform bliver amperes lov sa

OE
7{B ~dl = polene + ,uoeo/ <E> -da (7.19)

Har man stof geelder Maxwells ligning i stof

V-D=py (7.20)
V-B=0 (7.21)
0B
E=— .22
V x B (7.22)
oD
VxH=J;4+ — 7.23
og pa integralform
f D.da= Qf,encl (7.24)
S
7{ B.da—0 (7.25)
S
]{ E-dl= _icb (7.26)
> T oat ” '
d
j{ H-dl:Ifend—i—f(I)D (7.27)
g ’ dt

8 Bevarelseslove

8.1 Ladning og energi

Da ladning skal bevares gaelder for et lukket omrade med overflade S at

d
Q:_fJ-da (8.1)
dt S
og helt generelt geelder det at
dp
—=-V-J 8.2
o (8.2)
Vi ved at energien i et elektromagnetisk system er
1 2 1 o
Upn = = (eoE B )dr (8.3)
2 Jan Space Ho

Poyntings ssetning siger nu: ”arbejdet fra de elektromagnetiske krefter er lig med
faldet af energi © systemet minus energiflowet fra overfalden”. Dvs

avo U,
AL _4s. 4
> 2 ]{S S da (8.4)
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hvor S er Poyntingvektoren givet ved

1
S=—(ExB) (8.5)
Ko
Lad nu . )
Uem = — | € E? + —BQ) 8.6
> (<o m (8.6)

betegne den elektromagnetiske energitaethed og ., den mekaniske energitactheden
sa geelder relationen

0
a(umech + Uem) = -V - S (8.7)

sammenligninger man denne med (8.2) ser man at formen er pracist det samme og
ligesom (8.2) udtrykker ladningsbevarelse sa udtrykker denne energibevarelse.

9 Elektromagnetiske bglger bglger

9.1 Bglger i en dimension

Boglger i en dimension kan beskrives ved bglgeligningen

o%f  10%f
- — 2 1
022 v? Ot? (9.1)
og den beskriver alle funktioner pa formen
f(z,t) = g(z —vt) + h(z 4 vt) (9.2)

hvor g er en bglger der bevaeger sig i +z-retningen og h bevaeger sig i —z-retningen.
Det kunne f.eks. vaere en sinus kurve pa formen

f(z,t) = Acos(kz £ wt + 0) (9.3)
Dette kan med fordel omskrives til en kompleks funktion
f(z,t) = Ae'tkz=1) (9.4)
hvor A = Ae'. Den ”rigtige” bolgefunktion bliver sa

f(z,t) = Re(f(z,1)) (9.5)

9.2 Polarisation
Kan man skrive en bglge pa formen
f(z,1) = Ae'F==Dp (9.6)

med 1n -z = 0 siges bglgen at veere linezert polariseret i n-retningen.



9.3. Elektromagnetiske bglger i vakuum 18

9.3 Elektromagnetiske bglger i vakuum

Ud fra Maxwells ligninger kan man udlede

O’E 9’B
2, 2R
VE = MOEOW \V4 B = ILLDEOW (97)
hvilket svarer til en bglgeligning med hastighed
1
v = (9.8)

VEoHo

som er lig med ¢, s& man ser at elektromagnetiske bglger er lys. Bevaeger de elektro-
magnetiske bglger sig i én retning med fast vinkelfrekvens og ingen xy-afhsengighed
er de monokromatiske planbglger og kan skrives

E(z,t) = Ege' k¥t B(z,t) = Boe' k==t (9.9)
Det geelder ogsa, ud fra Maxwells ligninger, at

~ 1 ~

med andre ord sa er B vinkelret pa E og begge ligger i xy-planen. I en elektromag-
netiske bglge geelder der at energiteetheden er

u = eE? = eoFf cos?(kz — wt + 0) (9.11)

og energi flux densiteten er givet ved poyntingventoren

1
S=—cuz (9.12)
Ko
impulsen af bglgen bliver
1 1 .

og midler man sa over tid bliver middelveerdierne

1 1 . 1 5
(u) = 5e0 E? (S) = §CEOE§ z (P) = %EoEg 2 (9.14)

Intensiteten af lys defineres nu til middelveerdien af poyntingvektorens veerdi, dvs
gennemsnitlig energi per areal

1
I=(8S)= 5060E§ (9.15)

9.4 Elektromagnetiske bglger i stof

Laver man udledning fra Maxwellslininger i stof far man at ogsa her vil elektriske
og magnetiske felter udbrede sig som bglger men nu med hastighed

(9.16)
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med
n=,/-L (9.17)
€00
hvilket kaldes brydningsindex. I de fleste materialer er 1 ~ 9 og sa bliver n ~ |/e,.
Intensiteten for bglgen bliver

1
I= ievEg (9.18)
og ved overgang fra et stof til et andet geelder selvfglgelig
e Bl = e Bf E| = E| (9.19)
1 1
B = B} — Bl = -8Bl (9.20)
H1 H2

9.5 Refleksion og transmission af lys

Der gaelder 3 love for refleksion og transmission.

Forste lov: Den indgaende, den reflekterede og den transmitterede
bglgevektor dannet et plan, kaldet indfaldsplanen, hvori normalvekto-
ren til overfladen ogsa ligger

Anden lov: (ogsa kaldet refleksionsloven) Den indgaende vinkel er lig
med refleksionsvinklen

0r = 0g (9.21)

Tredje lov: (ogsa kaldet Snells lov)

sin 9T n1

= 9.22

sin 6; n9 ( )
hvor nj er brydningsindexet for det materiale lyset kommer fra og ns er
det transmitteres ind i.

Dette er alt man skal bruge til at finde retningen af det reflekterede lys og det
transmitterede lys. Stgrrelserne finder man ud fra Fresnels ligninger. Har man lys
polariseret i indfaldsplanen geelder

~ o — B ~ ~ 2 ~
Bo, = <7>E B, = ( )E 9.23
Or ot Or Or a+ B Or ( )
Transmissionkoefficienterne er givet ved
Ir a— [B\?2
R=18_ ( ) 9.24
I[ o+ 5 ( )
Ir 2 \2
T="L=as(—) 9.25
= =af( (9.25)
Vi kan ogsa have lyset polariseret vinkelret pa indfaldsplanen. Sa geelder
- 1—af\ = . 2 ~
Eo = ( )E Eo, = ( )E 2
Or 1+ af 0r Or 1+aj 0r (9 6)
Ig 1— ozﬁ)Q Ir 2 2
k=1 <1+a5 I, =\ 1503 (9.27)
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Vi kan ogsa kigge pa specialtilfeeldet hvor 8y = g = 0p = 0 og 1 = po = pp. Sa
geelder at

~ ny —ng\ ~ ~ 2711 ~
Bo, = ( )E Eo, = ( )E 9.28
Or ni + ng 01 0z ng + nq 0r ( )
IR ny —ng 2 IT 4711712
Iy niy +ng Iy (n1 +TL2)2 ( )

9.6 Elektromagnetiske bglger i ledere

I en elektrisk leder geelder Ohms lov J¢ = oE hvilket vil medfgre at nar man lyser
pa lederen vil ladningerne flytte sig sa ps(t) — 0. Man kan sa antage at py = 0 og
sa bglgeligningerne

O’E OE 0°B 0B

2 2
E = pe— — B = pue—— — .
\% e g + po T \% e g + po o (9.30)
der har lgsningerne
E(z,t) = Ege el ket B(z,t) = Boe "elkz—w) (9.31)

med

k:w\/?{ 1+(;)2+1r/2 ﬁ:w\/?[ 1+(€‘;)2—1r/2 (9.32)

Disse to samles undertiden til & = k + ix. Man kan nu definerer skin dybden af et
materiale til at veere

1
d=— .
- (9.33)
og man kan finde brydningsindex ved hjelp af k
ck
= — .34
n=— (9.34)

Maxwells ligninger medfgrer ogsa at det elektriske felt og det magnetiske felt bliver
faseforskudt sa

S5 — 0p = ¢ = tan"! (g) (9.35)

mens amplituderne mellem det elektriske og det magnetiske er givet ved

2 \/em/l (2 (9.36)

Sender man lys ind pa en ledende overflade vil der igen veere noget der blev reflekteret
og nar der blev transmitteret. Det vil opfylde

Eop, = (1 J_rg)EOI Eo = ( : ~>E01 (9.37)

hvor

ko (9.38)
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hvilket vil medfore at i en perfekt leder bliver ks = 0o og s E R = —Ey ; 08 E~0T =0,
dvs at lyset bliver 100% reflekteret med en faseforskydning pa 180°. Tilslut skal vi
lige have 2 koncepter pa plads. En bglges hastighed er givet ved

v= o (9.39)

Men hvis man sender en bglgepakke ind, s& vil den ikke ngdvendigvis bevaege sig
med samme hastighed. Her har vi gruppe hastigheden givet ved

dw

o (9.40)

Vp =

9.7 Guidede bglger

Hvis man har en hul perfekt leder kan denne betragtes som en bglgeguide. Vi er
interesseret i bglger der bevaeger sig inde i lederen i lederens retning (z-retningen),
dvs bglger pa formen

med Eg = E,(z,y)% + Ey(xz,y)y + E.(z,y)z og lige ledes for B. Det nye er her at
vi ikke ngdvendigvis har transversale bglger (dvs z-komponenterne er lig med 0).
Generelt skal bglger i en bglgeguide opfylde

B, = (w/c)é _ ( By ) (9.42a)
Ey = (w/c)i k2( - i ) (9.42b)
Br= /C)i 5 <k -5 Egj ) (9.42c)
By = (w/c)i P2 (k’ T aEx ) (9.42d)
(aa; + 3‘9; 4 (w/e)? - k:2>EZ =0 (9.42)
(st o + /P ) B =0 (9.426)

Ligningerne bliver vaesentlig paenere hvis vi har transversale bglger. Hvis B, = 0 har
vi TM (transversale magnetiske) bglger, er E, = 0 har vi TE (transversale elektriske)
bglger og nar bade E, = 0 og B, = 0 har vi TEM (transversale elektromagnetiske)
bglger. Det viser sig dog at TEM bglger ikke kan eksistere i en hul bglgeguide.

10 Potentialer og felter

10.1 Gauge Transformationer

I elektrodynamik er den generele lgsning til Maxwellsligninger

B=VxA E——VV—%/:L (10.1)
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hvilket minder en smule om dem i elektrostatik. Vektor potentialet og potentialet
kan findes ud fra den dynamiske Poisson ligning

0 1
V3V + 5 (V- A) = P (10.2)

og en ligning uden navn

2

<V2A — ,LL()E()%T?) — V(V A+ ,uoe()%—‘t/) = —puopdJ (10.3)

hvilket egentlig er en lidt grim ligning med lgser man de to ligninger kan kan finde
alle felter til enhver situation. Man vi kan veelge A som vi har lyst sa leenge V' veelges
tilsvarende.

I Coulomb Gauge valges
V-A=0 (10.4)

hvilket betyder at man far

1 1 't
ViV =—-—p = V(r,t) = / MalT’ (10.5)
€0 dmey Jy 2

Sa her kan man nemt finde V. Ligningen for A bliver dog tilsvarende sveerre at lgse
0?A ov
2
A — e = —pipd (5-) 10.6
\4 Ho€0 53 pod + poeoV o (10.6)
Coulomb Gauge bruges ofte i forbindelse med partikelfysik

Man kan ogsa velge Lorentz Gauge. Her vaelger man

oV
V- A= —NOEOE (107)
hvilket medfgrer
0’A oV 1
V2A — — = —ugd ViV — — = —— 10.8
Ho€o 912 Ho Ho€o 12 EOP ( )
eller blot
1
A = —poJd 02V = ——p (10.9)
€0

med d’Alembertian (12 = V? — ugeog—;. Lorentz gauge bruges ofte i relativistiske
sammenhzenge.

10.2 Kontinuerte fordelinger og retarderede
potentialer

Man kan nu indfgre den retarderede tid

z
ty=t——
C

(10.10)
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og sa far man vha. Lorentz gauge at man kan skrive potentialerne som

1 'ty "ty
Vir,t) = /p<r’ g7’ A(m):“o/ It g (10.11)
dmen Jy 2 ar Jy 2
og herudfra kan man udlede Jefimenkos ligninger
1 p(r' t) . pit) . I, t)]
E(r,t) = — d 10.12
(x,2) 47e /V[ 2 Tt 2, |7 ( )
0g
Lo J'ot,) It L
B(r,t) = — d 10.13
o=t [ 2 (1013)

10.3 Punktladninger

Hvis en punktladning beveeger sig med konstant hastighed bliver felterne

A~

2,9
Br,t) = 4 l-v/e R (10.14)
dmeg (1 — v2sin? 9/c2)3/2 R
1. 1
B=_(+xE)= 5(vxE) (10.15)

med R = r — vt. Disse reduceres nemt til det elektrostatiske tilfeelde hvis v < c.

11 Straling

11.1 Dipolstraling

Straling er den energi der bliver sendt ud fra et elektromagnetisk system. Energien
der Igber ud gennem en kugle med radius er er givet ved

P(r)= %S - da (11.1)
og defineres stralingsenergien til at veere

Proq = lim R(r) (11.2)

7—00

Hvis man har en oscillerende elektrisk dipol med to ladningen ¢(t) = £¢g cos(wt)
vil de have et dipolmoment p = pg cos(wt) z med py = god. Laver man nu approksi-
mationen d < £ < r bliver potentialerne

V(r,0,¢) = —4?;6 (co;s@) sin(w(t —r/c)) (11.3)
A(r0,6) = —HL% Gn(w(t —r/c)) & (11.4)

47r
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og felterne bliver

E— —W(Siie) cos(w(t — r/c))@ (11.5)
w? /sin N
B = —%( - 9) cos(w(t —r/c))¢ (11.6)

Denne gennemsnitlige intensitet og straling bliver sa

2 4 2 2 4
Hopw ™ sin® 6 LoDjw
S :( ) P = 11.7
S =) 2 * (P)= "o (1L.7)

Har man nu en AC strom I(t) = Iycos(wt) i et lille loop med radius b vil det
have magnetisk dipolmoment m(t) = mgcos(wt) z. Laver man igen antagelserne
b < £ < r far man at skalar potentialet forsvinder og

A(r,0,¢) =

sin(w(t —r(c))¢ (11.8)

LoMmow (sin 0 N

4re T

hvilket giver felterne

mow? /sin N
E = “"4706(79) cos(w(t —r/c))é (11.9)
B = —W (g) cos(w(t —r/c))0 (11.10)

Man far sa middelenergien og stralingen til at veere

2 A4\ @2 2.4

fomgw™ sin” 0 HomGw
s) = ( ) p) = 1111
(8) 32m2c3 ) 02 ¢ (P) 127e3 ( )



